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确定时间序列均值和方差函数的

移动多点平均方法
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摘 　　　 要：为了提高有限样本或小样本情况下时间序列均值和方差函数的确定精度，以保证时序建模、

分析和预测精度，提出一种确定序列趋势项的移动多点平均方法．该方法能够得到时间序列均值中非周期部

分，结合样本周期图法得到的周期项，可综合得到其均值函数，并可进一步得到时序的标准差函数．Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ模拟对比结果表明：该方法不仅能够保证时间序列段内分析精度，而且能够有效提高时间序列的预报

精度．
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　　时序分析方法已成为众多领域处理工程实际
问题的有效手段．传统平稳时序理论在协方差平
稳性假设这一前提条件下，系统建立了时序分析
和预测方法．然而，具有时变均值和方差的非平稳

时间序列在故障诊断、自动控制、信号处理、性能
测试，以及经济等领域非常常见，其分析与处理长
期以来一直受到国内外的广泛重视，也是当前学
术界研究的热点问题之一［１］．
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平稳性假设是建立线性模型的基础，但当时
间序列具有时变方差时，其处理结果将使模型参
数失去最小方差特性，且方差估计不再具有无偏
性［２］．Ｅｎｇｌｅ于１９８２年提出了条件异方差的概
念，其方法在金融风险评估中得到广泛应用，解决
了无条件方差为常数的时间序列的条件异方差估

计问题［３］．尽管Ｅｎｇｌｅ的成果于２００３年获得诺贝
尔经济学奖，但其方法仍无法解决方差本身随时
间变化的时间序列的分析与处理问题［４－７］．
在大量随机过程（序列、信号）实测数据的研

究基础上，文献［８］提出相关系数平稳随机过程的
概念，文献［９－１１］进一步建立相关系数平稳序列
模型，文献［１２－１５］提出广义时变ＡＲ（ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓ－
ｓｉｏｎ），ＭＡ（ｍｏｖｉｎｇ　ａｖｅｒａｇｅ）和 ＡＲＭＡ（ａｕｔｏ　ｒｅ－
ｇｒｅｓｓｉｖｅ　ｍｏｖｉｎｇ　ａｖｅｒａｇｅ）模型及其参数估计方
法，并建立广义时变序列预测方法和回归与时变
自回归模型．上述非平稳时序处理方法需要已知
均值和方差的函数形式，在一些问题中他们可根
据理论分析、物理性质和实际经验获得，但大多数
情况事先无法知道均值和方差的函数形式．为此，
文献［１６］提出一种确定时间序列均值和方差函数
形式的方法．为了提高时间序列均值和方差函数
的确定精度，特别是当时间序列样本量有限或较
小时有效提高精度，本文将进一步建立一种移动
多点平均方法．

１　确定时序方差函数的定理

定理　设 ｘ｛ ｝ｔ 为相关系数平稳序列，μ（ｔ）＝
Ｅ（ｘｔ）和σ２（ｔ）＝ Ｖａｒ（ｘｔ）分别为其均值和方差

函数，若Δσ（ｔ）
σ（ｔ）
为常数或 Δσ（ｔ）

σ（ｔ［ ］） ｍａｘ
与１相比是

可以忽略不计的高阶小量，即 Δσ（ｔ）
σ（ｔ［ ］） ｍａｘ

１，

其中 Δσ（ｔ）
σ（ｔ［ ］） ｍａｘ

为 Δσ（ｔ）
σ（ｔ）
的最大值，Δσ（ｔ）＝

σ（ｔ＋１）－σ（ｔ），ｔ＝１，２，…，ｎ－１．那么，序列

ｘ｛ ｝ｔ 的标准差函数σ（ｔ）与其差分绝对值序列
!ｘ｛ ｝ｔ 的均值（趋势项）函数仅相差一个常数
倍，其中

!ｘｔ＝ｘｔ＋１－μ（ｔ＋１）－ｘｔ＋μ（ｔ）

即

σ（ｔ）＝ｃＥ　ｘｔ＋１－μ（ｔ＋１）－ｘｔ＋μ（ｔ） （１）

其中ｃ为一个正实数．
证明　根据相关系数平稳序列的定义，ｘｔ可

表示为

ｘｔ＝μ（ｔ）＋σ（ｔ）εｔ　εｔ～Ｎ（０，１）
则

Ｅ　ｘｔ＋１－μ（ｔ＋１）－ｘｔ＋μ（ｔ）＝

Ｅσ（ｔ＋１）εｔ＋１－σ（ｔ）εｔ ＝

σ（ｔ）Ｅσ
（ｔ）＋Δσ（ｔ）
σ（ｔ） εｔ＋１－εｔ ＝

σ（ｔ）Ｅ　１＋Δσ
（ｔ）

σ（ｔ［ ］）εｔ＋１－εｔ
　　令随机变量

ξｔ ＝ １＋Δσ
（ｔ）

σ（ｔ［ ］）εｔ＋１－εｔ
则ξｔ仍服从正态分布，其均值为

Ｅξ（ ）ｔ ＝Ｅ　１＋
Δσ（ｔ）
σ（ｔ［ ］）εｔ＋１－ε｛ ｝ｔ ＝０

方差为

Ｖａｒξ（ ）ｔ ＝Ｅ　 １＋
Δσ（ｔ）
σ（ｔ［ ］）εｔ＋１－ε｛ ｝ｔ

２

＝

１＋Δσ
（ｔ）

σ（ｔ（ ））
２

＋１－２ρ１ １＋
Δσ（ｔ）
σ（ｔ（ ））

因此，当Δσ（ｔ）
σ（ｔ）
为常数或 Δσ（ｔ）

σ（ｔ［ ］） ｍａｘ
与１相比是

可以忽略不计的高阶小量时，Ｖａｒξ（ ）ｔ 为常数，且

Ｅξｔ ＝Ｅ　１＋
Δσ（ｔ）
σ（ｔ［ ］）εｔ＋１－εｔ ＝ ２

π
Ｖａｒξ（ ）槡 ｔ

为常数，令ｃ＝１ ２
π
Ｖａｒξ（ ）槡 ｔ ，可知式（１）成立．

当上述定理条件不能满足时，可采用下式确
定序列 ｘ｛ ｝ｔ 的方差函数

σ（ｔ）＝ｃ１Ｅ　ｘｔ－μ（ｔ） （２）
式（２）中ｃ１ 为一正实数．式（２）的证明与式（１）相
同，这里不再赘述．

２　确定时序趋势项的方法

　　相关系数平稳序列 ｘ｛ ｝ｔ 的均值函数μ（ｔ）是
其本身的趋势项，标准差函数σ（ｔ）可根据差分绝
对值序列 !ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项求得，ｔ＝１，２，…，ｎ．
　　因此，可首先根据序列 ｘ｛ ｝ｔ 的一个样本ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ ，确 定 序 列 ｘ｛ ｝ｔ 的 趋 势 项 估 计 值

μ^（ｔ）；然后，据此趋势项估计结果得到差分绝对
值序列 !ｘ｛ ｝ｔ 的一个样本 !ｘｔ ＝ ｘｔ＋１－ｘｔ－

μ^（ｔ＋１）＋μ^（ｔ） ，ｔ＝１，２，…，ｎ－１，在此基础上
根据定理结论确定序列 !ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项，从而
得到标准差函数σ（ｔ）．
对于趋势项为周期函数的情况，可根据文献

［１６］中周期趋势项的样本周期图方法，可得到时

０３５２
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间序列 ｘ｛ ｝ｔ 趋势项中的周期部分

ｘｔ＝

ｘ＋∑
Ｍ

ｊ＝１
αｊｃｏｓ［ωｊ（ｔ－１）］＋βｊｓｉｎ［ωｊ（ｔ－１｛ ｝）］

ｔ＝１，２，…，ｎ （３）
其中参数ｘ，Ｍ ，αｊ，βｊ和ωｊ可根据文献［１６］中
的方法得到．
对于趋势项为非周期函数的情况，可根据序

列 ｘ｛ ｝ｔ 样本ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的波动情况，设置各次
多点平均的点数ｍ及移动间隔Δ，进行ｍ点移动
平均

ｔｉ＝ １ｍ ∑
Δｉ＋ｍ－２

ｔ＝Δｉ－１
ｔ　　ｉ＝１，２，…，ｌ （４）

ｘｉ＝ １ｍ ∑
Δｉ＋ｍ－２

ｔ＝Δｉ－１
ｘｔ　　ｉ＝１，２，…，ｌ （５）

得到１组平均值 ｔｉ，ｘ（ ）ｉ ，ｉ＝１，２，…，ｌ．其中

ｌ＝ ｎ－ｍ［ ］Δ ＋１，“［·］”为取整函数，通常选取

的ｍ可为数据总量ｎ的１／５０～１／５，Δ为多点平
均点数ｍ的１／１０～１／２．
然后，对该组平均值 ｔｉ，ｘ（ ）ｉ ，ｉ＝１，２，…，

ｌ，进行拟合，得到拟合函数 ｆ（ｔ），即为序列

ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项．
通常，趋势项中既有非周期函数，又有周期函

数，此时可按下面步骤确定序列 ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项．
１）采用样本周期图方法对样本ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ
进行分析，得到序列 ｘ｛ ｝ｔ 趋势项中的周期函数

∑
Ｍ

ｊ＝１
αｊｃｏｓ［ωｊ（ｔ－１｛ ）］＋βｊｓｉｎ［ωｊ（ｔ－１ ｝）］

２）对样本

ｘｔ－∑
Ｍ

ｊ＝１
αｊｃｏｓ［ωｊ（ｔ－１｛ ）］＋βｊｓｉｎ［ωｊ（ｔ－１ ｝）］

ｔ＝１，２，…，ｎ
采用移动多点平均方法求得序列 ｘ｛ ｝ｔ 趋势项中

的非周期函数ｆ（ｔ）．此时，ｍ＝ ２π
ω［ ］ｍｉｎ

，其中ωｍｉｎ

为诸频率ωｊ中的最小频率．
３）对样本ｘｔ－ｆ（ｔ），ｔ＝１，２，…，ｎ，采用样
本周期图方法进行分析，求得序列 ｘ｛ ｝ｔ 趋势项
中的周期函数

∑
Ｍ

ｊ＝１
αｊｃｏｓ［ωｊ（ｔ－１｛ ）］＋βｊｓｉｎ［ωｊ（ｔ－１ ｝）］

４）重复步骤２）和步骤３），直到非周期函数
和周期函数中的各参数计算值稳定或满足一定的

精度要求为止，最终得到序列 ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项

μ^（ｔ）＝ｆ（ｔ）＋

∑
Ｍ

ｊ＝１
αｊｃｏｓ［ωｊ（ｔ－１）］＋βｊｓｉｎ［ωｊ（ｔ－１｛ ｝）］

　　由上述方法可得到序列 ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项估计

值 μ^（ｔ）；然 后，可 以 得 到 差 分 绝 对 值 序 列
!ｘ｛ ｝ｔ 的一个样本

!ｘｔ ＝ ｘｔ＋１－ｘｔ－μ^（ｔ＋１）＋μ^（ｔ）

ｔ＝１，２，…，ｎ－１
将上面步骤１）～步骤４）中的样本ｘｔ，ｔ＝１，２，
…，ｎ－１，换成差分绝对值序列样本

!ｘｔ ＝ ｘｔ＋１－ｘｔ－μ^（ｔ＋１）＋μ^（ｔ）

ｔ＝１，２，…，ｎ－１
由 上 述 方 法 即 可 得 到 差 分 绝 对 值 序 列

!ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项，即序列 ｘ｛ ｝ｔ 的标准差函数．

３　计算机仿真验证

　　大量 Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ模拟验证表明，与传统的
多点平均方法相比，本文的移动多点平均方法能
够有效提高预测精度．下面以一具体算例说明本
文方法的建模和预测效果．图１给出１组１００个
相关系数ＡＲ（１）序列模拟数据ｘｔ，ｔ＝１，２，…，

１００，其一维分布为正态分布 ，其中

μ（ｔ）＝１．５ｔ
１．５ （６）

σ（ｔ）＝１２＋０．０５ｔ＋０．００１ｔ２ （７）

　　相关系数ＡＲ（１）序列模型为

ｘｔ－μ（ｔ）
σ（ｔ） ＝０．８ｘｔ－１－μ

（ｔ－１）
σ（ｔ－１） ＋εｔ

εｔ～Ｎ ０．（ ）１ （８）

图１　相关系数ＡＲ（１）序列模拟数据

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅ　ｆｏｒ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ＡＲ（１）ｓｅｒｉｅｓ

１３５２
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　　采用本文移动多点平均方法对图１中数据进
行处理，设多点平均的点数ｍ ＝２０及移动间隔

Δ＝１０，得到相关系数平稳序列 ｘ｛ ｝ｔ 和其差分
绝对值序列 的趋势项分别为

μ（ｔ）＝１．４８２　９０７ｔ
１．５０１５３２ （９）

σ^（ｔ）＝０．００２　１４９ｔ２－０．０９０７１０ｔ＋１２．９２３　９６６
（１０）

　　进一步建立相关系数ＡＲ（１）模型

ｘｔ－μ（ｔ）
σ（ｔ） ＝０．６２４　０００ｘｔ－１－μ

（ｔ－１）
σ（ｔ－１） ＋εｔ

εｔ～Ｎ ０，１　．（ ）４４６　３９２ （１１）

　　采用多点平均法对图１中数据进行处理，设
多点平均的点数ｍ＝２０，得到相关系数平稳序列

ｘ｛ ｝ｔ 和其差分绝对值序列 !ｘ｛ ｝ｔ 的趋势项分

别为

μ（ｔ）＝１．４６６　９１３ｔ
１．５０３８２５ （１２）

σ^（ｔ）＝０．００１　４９８ｔ２－０．０１１　１９７ｔ＋１１．０６１　２９８
（１３）

　　进一步建立相关系数ＡＲ（１）模型

ｘｔ－μ（ｔ）
σ（ｔ） ＝０．７２０　８６７ｘｔ－１－μ

（ｔ－１）
σ（ｔ－１） ＋εｔ

εｔ～Ｎ ０，１　．（ ）５１０　１２６ （１４）

　　现采用两种方法得到的结果对ｘｔ，ｔ＝１０１，

１０２，…，１０５，进行预测，对比结果见表１．从中可
以看到，本文移动多点平均方法较传统多点平均
方法相比，可有效提高建模和预测精度．

表１　预报对比结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

ｔ 真值 本文方法 多点平均法

１０１　 １　５１８．１３　 １　４９８．７４　 １　４７０．８９

１０２　 １　５４１．６４　 １　５２７．６３　 １　５０５．５８

１０３　 １　６０４．５７　 １　５５４．３２　 １　５３７．１２

１０４　 １　６４５．３１　 １　５７９．６６　 １　５６６．３９

１０５　 １　６５９．１１　 １　６０４．１８　 １　５９４．０３

４　结　论

１）提出一种确定序列趋势项的移动多点平
均方法，该方法同样可用于确定时间序列的方差
函数．与传统多点平均方法相比，本文方法不仅能
够保证序列段内分析精度，而且能够有效提高序
列的预报精度．
２）当序列样本容量较大且精度要求不是很

高时，可采用本文方法得到序列的趋势项和标准
差，并通过ｙｔ ＝ ［ｘｔ－μ^（ｔ）］／^σ（ｔ）将相关系数平
稳序列｛ｘｔ｝变换成相关函数平稳序列｛ｙｔ｝，然后
按传统方法进行参数估计和预测，见模拟算例．
３）当序列样本量较小时，可首先根据本文方
法得到均值和方差函数，得到序列均值和方差的
函数形式，然后根据文献［９－１１］方法计算其中的
待定参数．迭代时可将本文方法得到的参数值作
为初始值．
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